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Jacob Bernouilli et la loi faible des grands nombres

En 1713 paraît Ars conjectandi (art de la conjecture) de Jacob
Bernoulli(1654-1705) mathématicien suisse
Dans ce livre est formulée et prouvée la loi (faible) des grands
nombres : "la fréquence moyenne d’apparition d’un résultat dans une
répétition d’épreuves tend vers la probabilité d’observer cette
apparition dans une épreuve"
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Jacob Bernouilli et la loi faible des grands nombres

Une pièce étant donnée pour savoir quelle est la probabilité de faire
face, je n’ai qu’à lancer "un grand nombre de fois" cette pièce et
calculer la fréquence d’apparition de face et j’aurais une approximation
de la probabilité p de faire face
Modélisons le nombre de fois où on obtient face lorsqu’on lance n fois
la pièce par une variable aléatoire Sn qui suit une loi binomiale de
paramètres n et p
Ici p est inconnue
On modélise la fréquence d’apparition de face sur les n lancers par la

variable aléatoire Fn =
Sn
n
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Jacob Bernouilli et la loi faible des grands nombres

Théorème

Pour tout ε > 0 on a P(|Sn
n
− p| > ε) tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini

Démonstration.
On applique l’inégalité de Bienaymé-Chebychev à Fn pour tout ε > 0 on a

P(|Fn − E (Fn)| > ε) 6
V (Fn)

ε2
or E (Fn) = E (

Sn
n
) =

E (Sn)

n
=

np

p
= p

Enfin V (Fn) = V (
Sn
n
) =

V (Sn)

n2 =
np(1− p)

n2 =
p(1− p)

n

Donc P(|Fn − p| > ε) 6
p(1− p)

nε2
→ 0 si n→ +∞
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

(a) Vitry-le-François (b) De Moivre

Abraham de Moivre est né à Vitry-le-François en 1667
A l’âge de 18 ans, suite à la révocation de l’édit de Nantes, fuyant les
persécutions, il émigre à Londres
Rencontre Newton en 1692, puis Leibniz en 1693
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

Abraham de Moivre (1667-1754), dans un livre La doctrine des
chances, publié en 1718, montre que la variable aléatoire

Yn =
Sn − np√
np(1− p)

où Sn suit la loi binomiale de paramètres n et

p =
1
2
, lorsque n tend vers l’infini a pour loi de probabilité une loi de

densité f (t) =
1√
2π

e−
t2
2

Il prouve aussi la formule de Stirling n! ∼
√
2πnn+

1
2 e−n ce qui signifie

que

lim
n→+∞

n!
√
2πnn+

1
2 e−n

= 1

Vallon Loi normale centrée réduite 17 avril 2017 7 / 14



De Moivre et la loi normale centrée réduite

Laplace est né à Beaumont-en-Auge (Normandie) en 1749
Laplace suit des études de Mathématiques à l’université de Caen entre
16 et 18 ans
Travaille comme professeur à l’école militaire de Paris de 19 à 24 ans
Membre de l’académie des sciences à 24 ans.
Dans son livre Théorie analytique des probabilités, publié en 1812,
généralise le théorème de De Moivre pour p quelconque
Il meurt à Paris en 1827
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

Théorème

Soit X une variable aléatoire alors Y =
X − E (X )

σ(X )
, la variable aléatoire

centrée réduite a pour espérance E (Y ) = 0 et pour variance 1

Démonstration.
1 E (X − E (X )) = E (X )− E (E (X )) = E (X )− E (X ) = 0
2 Rappel V (X + k) = V (X ) et V (aX ) = a2V (X ) donc

V (Y ) = V (
X − E (X )

σ(X )
) =

V (X − E (X ))

(σ(X ))2
=

V (X )

V (X )
= 1
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

Définition
T une variable aléatoire à valeurs dans R, suit la loi normale centrée
réduite N(0; 1) d’espérance 0 et d’écart type 1 si sa loi de probabilité est
définie par :

P(a 6 T 6 b) =
1√
2π

∫ b
a e−

x2
2 dx

Théorème

lim
n→+∞

1√
2π

∫ n
−n e−

x2
2 dx = 1
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

Il n’existe pas de primitive "simple" de x → e−
x2
2

Il n’y a donc pas de formule littérale pour calculer P(a 6 T 6 b)

Le calcul de P(a 6 T 6 b) est un calcul numérique approché
Il existe aussi des tables basées sur la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite
F (t) = P(T 6 t) =

1√
2π

∫ t
−∞ e−

x2
2 dx est une primitive de

f (t) =
1√
2π

e−
t2
2

Théorème
P(a 6 T 6 b) = F (b)− F (a)

F (−a) = 1− F (a)

P(−a 6 T 6 a) = 2F (a)− 1

Démonstration.
Exercice
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

P(−1, 5 6 T 6 2, 2) = F (2, 2)− F (−1, 5) = F (2, 2)− (1− F (1, 5)) =
0, 9861+ 0, 9332− 1 = 0, 9193
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

Théorème
T suit la loi normale centrée réduite
Pour tout α ∈]0; 1[ il existe un unique réel uα > 0 tel que
P(−uα 6 T 6 uα) = 1− α

Démonstration.

P(−x 6 T 6 x) = 2F (x)− 1 = 1− α donc F (x) = 1− α

2
avec x > 0

F est continue sur [0; +∞[

F (0) = 0, 5
lim

x→+∞
F (x) = 1

Pour tout α ∈]0; 1[, 1− α

2
est une valeur intermédiaire entre 0,5 et 1,

d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel
x > 0 tel que F (x) = 1− α

2
et puisque F est strictement croissante , ce

réel est unique , on le note uα. Par exemple u0,05 = 1, 96 et u0,01 = 2, 58
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De Moivre et la loi normale centrée réduite

Théorème
(Théorème de De Moivre-Laplace) Lorsque n tend vers l’infini

P(a 6
Sn − np√
np(1− p)

6 b) tend vers P(a 6 T 6 b) où T suit la loi normale

N(0; 1)

Démonstration.

Voir Exercice pour le cas p =
1
2
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